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Streszczenie: Artykuł dotyczy wpływu temperatury uzwojeń silnika oraz zaburzeń napięcia 

zasilania na moment elektromagnetyczny. W pracy przedstawiono przebiegi momentu oraz 
ich widma. Porównano amplitudy wahań dla różnych częstotliwości subharmonicznych. 
Zamieszczono wyniki eksperymentów numerycznych, wykonanych za pomocą metody 
elementów skończonych dla silnika indukcyjnego klatkowego o mocy 3 kW. 

Słowa kluczowe: jakość napięcia, modelowanie polowe, silnik indukcyjny, subharmoniczne. 

Abstract: The article concerns the impact of the winding temperature and supply voltage 

disturbances on the electromagnetic torque. The torque waveforms and their spectrums are 
presented. The amplitude of torque fluctuation is compared for various subharmonics 
frequencies. The results of numerical computations with the finite element method are 
shown for a 3 kW cage induction motor. 

Keywords: voltage quality, field modeling, induction motor, subharmonics. 

1. WSTĘP 

Jedną z przyczyn występowania odkształcenia przebiegu napięcia jest praca 

odbiorników nieliniowych, takich jak, piece indukcyjne [Sürgevil i Akpnar 2009], 

piece łukowe, napędy elektryczne dużej mocy, napędy walcownicze, maszyny 

ciągowe [Hanzelka 2011]. Na jakość energii w sieci wpływają również procesy 

łączeniowe baterii kondensatorów, nieprawidłowości w pracy przełącznika zacze-
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pów transformatora, rozruchy silników asynchronicznych, spawarki elektryczne, 

bojlery, piły i młoty elektryczne, pompy i kompensatory, windy, dźwigi i inne 

[Sürgevil i Akpnar 2009; Deokar, Waghmare i Jadhav 2010; Yilmaz, Ermis  

i Cadirci 2012]. Przykładowo, w pracy [Sürgevil i Akpnar 2009] opisano wpływ 

pieców indukcyjnych dużej mocy zainstalowanych w stalowniach na pracę 

prądnicy synchronicznej i silnika indukcyjnego. Odnotowano amplitudę wahań 

napięcia około 3% przy pracy jednego pieca indukcyjnego. W niektórych syste-

mach źródłem wahań może być również oświetlenie fluorescencyjne [Otomański 

2010]. 

Wahania napięcia można traktować jako złożenie interharmonicznych i sub-

harmonicznych [Tennakoon, Perera i Robinson 2008]. Inną przyczyną występo-

wania subharmonicznych jest praca odbiorników nieliniowych i elektrowni 

wiatrowych oraz innych źródeł energii [Basic 2010; Deokar, Waghmare i Jadhav 

2010; Chang  i in. 2011; Hsu, Chen i Lin 2011; Kolagar i Shoulaie 2011; Yilmaz, 

Ermis i Cadirci 2012; Karimi i in. 2016; Kovaltchouk i in. 2016].  

 Subharmoniczne napięcia są zaburzeniem szczególnie szkodliwym dla 

transformatorów [Gallo i in. 2004], źródeł światła [Deokar, Waghmare i Jadhav 

2010], prądnic synchronicznych [Sürgevil i Akpnar 2009] oraz silników indu-

kcyjnych. W silnikach indukcyjnych powodują one m.in. wzrost wartości skutecz-

nej prądu, wzrost strat mocy, temperatury uzwojeń oraz wahania momentu 

obrotowego i temperatury uzwojeń [Gallo i in. 2004; Gnaciński i Pepliński 2014]. 

Dotychczasowe badania wpływu omawianych zaburzeń na pracę silnika indu-

kcyjnego prowadzone były głównie za pomocą metod obwodowych i doświadczal-

nych [de Abreu i Emanuel 2002; Fuchs, Roesler i Masoum 2004; Tennakoon, 

Perera i Robinson 2008; Baptista i in. 2010; Gnaciński i Pepliński 2014]. Wstępne 

wyniki badań za pomocą metod polowych zamieszczono w późniejszych pracach 

autorów [Gnaciński i Hallmann 2015; 2016; 2017]. 

 W niniejszym artykule przedstawiono wyniki obliczeń polowych momentu 

elektromagnetycznego silnika w warunkach napięcia zasilania znamionowego, dla 

silnika zimnego (temperatura uzwojeń 20oC) oraz dla silnika po długotrwałej pracy 

z obciążeniem znamionowym. 

2. OPIS MODELU 

W artykule przedstawiono wyniki badań symulacyjnych silnika indukcyjnego 

klatkowego typu TSg 100L-4B, o mocy znamionowej 3 kW, napięciu znamio-

nowym 380 V, prądzie znamionowym 6,9 A i prędkości znamionowej 1415 obr/min, 

Mn równym 20,25 Nm i uzwojeniach połączonych w trójkąt. Model silnika został 

zrealizowany w środowisku ANSYS Maxwell. 
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 Poniżej przedstawiono ogólne równanie pola magnetycznego (1) zależnego od 

czasu i uwzględniające takie zjawiska, jak ruch ośrodka czy obecność magnesów 

trwałych [ANSYS Technical Documentation]: 

 𝛻 × 𝜐𝛻 × 𝐴 = 𝐽𝑠 − 𝜎
𝜕𝐴

𝜕𝑡
− 𝜎𝛻𝑉 + 𝛻 × 𝐻𝑐 + 𝜎𝑣 × 𝛻 × 𝐴 (1) 

gdzie: 

Hc –  koercja magnesu trwałego, 

v –  prędkość części ruchomych, 

A –  wektorowy potencjał magnetyczny, 

V –  potencjał elektryczny, 

 –  reluktywność, 

𝜎 –  konduktywność, 

Js –  gęstość prądu źródła. 

Powyższe równanie jest wykorzystywane przez program ANSYS Maxwell. 

Z kolei dynamikę ruchu obrotowego opisuje równanie (2) [ANSYS Technical 

Documentation]: 

 𝐽𝛽 + λω = 𝑀𝑒 −𝑀op (2) 

gdzie: 

J –  moment bezwładności, 

 –  chwilowa kątowa, 

Me –  moment elektromagnetyczny, 

Mop –  moment oporowy, 

 –  przyspieszenie kątowe, 

 –  współczynnik tłumienia. 

 Do obliczeń wykorzystano model dwuwymiarowy, wykonany w układzie 

kartezjańskim. Do modelu została utworzona siatka podziału, która  liczy około 

20 tysięcy elementów. 

 Przyjęto, że silnik jest zasilany z układu trzech idealnych napięć między-

fazowych sinusoidalnych eab(t), ebc(t), eca(t), do których dodatkowo dodano 

subharmoniczną o wartości 2,5% składowej podstawowej napięcia zasilania. 

Napięcia zasilania można opisać za pomocą wzorów (3, 4, 5): 

𝑒𝑎𝑏(𝑡) = 𝑈𝑚𝑎𝑥 ⋅ sin(2𝜋 ⋅ 50 ⋅ 𝑡) + 0,025 ⋅ 𝑈𝑚𝑎𝑥 ⋅ sin(2𝜋 ⋅ 𝑓𝑠𝑏ℎ ⋅ 𝑡)  (3) 

𝑒𝑏𝑐(𝑡) = 𝑈𝑚𝑎𝑥 ⋅ sin (2𝜋 ⋅ 50 ⋅ 𝑡 −
2

3
𝜋) + 0,025 ⋅ 𝑈𝑚𝑎𝑥 ⋅ sin (2𝜋 ⋅ 𝑓𝑠𝑏ℎ ⋅ 𝑡 −

2

3
𝜋)(4) 

𝑒𝑐𝑎(𝑡) = 𝑈𝑚𝑎𝑥 ⋅ sin (2𝜋 ⋅ 50 ⋅ 𝑡 −
4

3
𝜋) + 0,025 ⋅ 𝑈𝑚𝑎𝑥 ⋅ sin (2𝜋 ⋅ 𝑓𝑠𝑏ℎ ⋅ 𝑡 −

4

3
𝜋)(5) 

 

gdzie: 

Umax – wartość maksymalna składowej podstawowej napięcia zasilania, 

fsbh – wartość częstotliwości subharmonicznej. 
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3. WYNIKI SYMULACJI 

W artykule przedstawiono obliczenia dla napięcia sinusoidalnego zawierającego 

subharmoniczną o wartościach 2,5% i częstotliwości od 5 do 45 Hz z krokiem 

5 Hz. W każdym rozpatrywanym przypadku napięcie zasilania silnika zawierało 

jedynie jedną subharmoniczną o wybranej częstotliwości.  

 Obliczenia wykonano dla silnika zimnego (temperatura uzwojeń wynosi 20oC) 

oraz po długotrwałej pracy znamionowej (temperatura uzwojeń wirnika wynosi 

120,5oC, a temperatura uzwojeń stojana 98,5oC).  

Wyniki prezentowane w pracy obliczono dla stanu ustalonego i znamiono-

wego momentu obciążenia. 

 Na rysunku 1 przedstawiono przebiegu momentu elektromagnetycznego dla 

silnika nagrzanego i napięcia idealnie sinusoidalnego oraz napięcia zawierającego 

subharmoniczną o wartości 2,5% i częstotliwości 5 Hz. Amplituda wahań 

momentu dla prezentowanego przypadku wynosi 13,2 Nm. 

  

 

 
 

Rys. 1. Przebieg momentu elektromagnetycznego dla silnika nagrzanego  

zasilanego napięciem w pełni sinusoidalnym (1) oraz zawierającym subharmoniczną 
o częstotliwości 5 Hz (2), M = MN, U1 = UN, f = fN 

Fig. 1. Electromagnetic torque waveform for the warm motor supplied  
with fully sinusoidal voltage (1)and voltage containing subharmonic  

of frequency 5 Hz (2) , M = MN, U1 = UN, f = fN 

 

 Na rysunku 2 przedstawiono widmo momentu elektromagnetycznego dla 

silnika zimnego, zasilanego napięciem zawierającym subharmoniczną o często-

tliwości 5 Hz. 
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Rys. 2. Widmo momentu elektromagnetycznego dla zimnego silnika i napięcia 

zawierającego subharmoniczną o częstotliwości 5 Hz – poszczególne składowe 
odniesione do momentu znamionowego 

Fig. 2. Spectrum of electromagnetic torque for cold motor and voltage containing 
subharmonic of frequency 5 Hz – individual components are related to the rated torque 

Na rysunku 3 przedstawiono widmo momentu elektromagnetycznego dla 

silnika nagrzanego, zasilanego napięciem zawierającym subharmoniczną o często-

tliwości 5 Hz. Rozważane widma wyznaczono za pomocą FFT przy częstotliwości 

próbkowania 5 kHz i liczbie próbek równej 4096 (819,2 ms).  

Na obu wykresach dominujący prążek występuje dla częstotliwości 45 Hz. 

Wynika to z różniącej się częstotliwości podstawowej harmonicznej i subharmo-

nicznej. Dla silnika zimnego (rys. 2) zawartość składowej o częstotliwości 45 Hz 

wynosi 55,4% Mn, natomiast dla silnika nagrzanego – 39,5% Mn. 
 

 

Rys. 3. Widmo momentu elektromagnetycznego dla nagrzanego silnika i napięcia 

zawierającego subharmoniczną o częstotliwości 5 Hz – poszczególne składowe 
odniesione do momentu znamionowego 

Fig. 3. Spectrum of electromagnetic torque for warm motor and voltage containing 
subharmonic of frequency 5 Hz – individual components are related to the rated torque 

 Na rysunku 4 przedstawiono amplitudy wahań momentu obrotowego dla 

silnika zimnego oraz nagrzanego w funkcji częstotliwości subharmonicznych. 
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Rys. 4. Amplitudy wahań momentu (Ma) dla silnika zimnego (1) oraz nagrzanego (2) 

w funkcji częstotliwości subharmonicznej napięcia zasilania 

Fig. 4. Graph of amplitude of torque fluctuation (Ma) for the cold motor (1) and the warm 
motor (2) versus subharmonic frequency of supply voltage 

 Największe amplitudy wystąpiły dla silnika zimnego i nagrzanego w zakresie 

częstotliwości subharmonicznych od 5 Hz do 15 Hz. Wynika to z faktu, że dla 

niskich częstotliwości subharmoniczne prądu są tłumione przede wszystkim przez 

rezystancję uzwojeń, natomiast dla częstotliwości zbliżonej do częstotliwości sieci 

– przez indukcyjność uzwojeń. 

4. PODSUMOWANIE 

Celem przeprowadzonej analizy było zbadanie wpływu temperatury uzwojeń 

silnika na przebieg momentu elektromagnetycznego silnika, zasilanego napięciem 

zawierającym subharmoniczne. Wyniki prezentowanych obliczeń dowodzą, że 

w przypadku silnika zimnego subharmoniczne powodują znaczne zwiększenie 

wahania momentu elektromagnetycznego w stosunku do silnika nagrzanego. 

Przedstawione wyniki badań mogą być użyteczne przy ocenie wpływu subharmo-

nicznych na drgania silnika indukcyjnego, a w szczególności na drgania skrętne, 

które mogą powodować pęknięcia wału silnika oraz uszkodzenia sprzęgła [Feese, 

Maxfield i Hilscher 2008]. 
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