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Streszczenie: Artykut przedstawia wyniki badan symulacyjnych z uzyciem procedur Eckmanna
i Rosensteina wyznaczajgcych wykfadniki Lapunowa na podstawie szeregu czasowego.
Dla weryfikacji i oceny przydatnosci tych procedur, jako wzorcowy szereg czasowy wyko-
rzystano punkty generowane przez odwzorowanie logistyczne, dla ktérego znana jest
trajektoria wspotczynnikéw Lapunowa.

Stowa kluczowe: chaos, szereg czasowy, wspotczynnik Lapunowa.

Abstract: This paper presents the results of simulation tests using the Eckmann and
Rosenstein procedures for calculating Lyapunov exponents based on a time series. For
verifying and evaluating the suitability of these procedures as a reference time series, points
generated by logistic mapping for which the trajectory of Lyapunov's coefficients is known
was applied.

Keywords: chaos, time series, Lyapunov exponent.

1. WSTEP

Teoria chaosu staje si¢ coraz czegstszym narzgdziem wykorzystywanym w badaniu
nieliniowych uktadow dynamicznych. Nieregularng i nieprzewidywalng ewolucje
takich systeméw nieliniowych zaobserwowano juz dawno zaréwno w uktadach
teoretycznych, czyli w rozwigzaniach modeli matematycznych, jak i podczas
obserwacji (pomiardéw) rzeczywistych obiektow fizycznych. Na dodatek coraz
czesciej badane obiekty stanowig bardzo zlozone uktady, takie jak np. systemy
energetyczne. Dla takich ukladéow jednoznaczne sformulowanie rownan stanu,
opisujacych zachowanie tego systemu, jest na 0got bardzo trudne, a czasem niemo-
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zliwe, gdyz model musiatby uwzglednia¢ nie tylko parametry wszystkich
obiektow, z ktorych sktada si¢ system, ale takze stany awaryjne oraz zaktocenia
natury zaro6wno deterministycznej jak i losowej. W takiej sytuacji badanie zacho-
wan chaotycznych sprowadza si¢ do badan pomiarowych charakterystyk czaso-
wych, dla ktérych nie jest znana a priori wymiarowos¢ przestrzeni stanu. Wowczas
mozna probowaé dokona¢ rekonstrukcji tej przestrzeni metoda op6znien i wyzna-
czy¢ takie parametry jak wymiar przestrzeni fazowej (wymiar zanurzenia) i czas
opo6znienia [Packard i in. 1980]. Parametry te sa potrzebne do okreslenia jednego
z podstawowych wskaznikow identyfikujacego zachowanie chaotyczne szeregu
czasowego, jakim jest dodatnia warto$¢ wyktadnika Lapunowa.

Nalezy podkresli¢, iz wielu autoréw uwaza, ze nie istnieje jednoznaczna
metoda stosowalna dla kazdego zbioru danych, wyznaczajaca minimalny wymiar
zanurzenia i czas opdznienia. W pracach tych zaleca si¢ wregcz subiektywny sposob
postgpowania polegajacy na metodzie prob [Kantz 1994; Peters 1997].

W prezentowanym artykule autorzy przeprowadzili badania przydatnosci
dwodch programow wyznaczajacych wykladniki Lapunowa na podstawie procedur
Eckmanna i Rosensteina. Obie procedury bazuja na metodzie opdznien i zwigzanej
z nig metodzie falszywych sasiadow [Packard i in. 1980], przy czym procedura
Eckmanna i innych jako argument przyjmuje macierz danych, czyli wyznaczone
szeregi dla wigcej niz jednej zmiennej stanu. Argumentem procedury Rosensteina
i innych jest tylko jeden szereg i stad wyznacza ona wylacznie najwigkszy
wyktadnik Lapunowa.

Badanie przydatno$ci powyzszych procedur przeprowadzono poprzez porow-
nanie z trajektoria wzorcowa, za ktora przyjeto charakterystyke wykltadnikow
Lapunowa dla odwzorowania logistycznego. Trajektori¢ wzorcowa mozna wyzna-
czy¢ wprost z definicji dzigki znanej postaci analitycznej tego odwzorowania. Przy
zmieniajacym si¢ wspotczynniku a w zakresie <2,5;4> w pewnych przedziatach,
generowane szeregi charakteryzujq si¢ stanem stabilnym, a w innych przechodza
w stan chaotyczny.

2. WYKLADNIK LAPUNOWA

Zatozono, ze istnieje pewne przeksztalcenie generujace ciag wynikow w danej
postaci: x,,, = f(x,) oraz para punktow startowych (xo,x0 +A0), rozniacych si¢
o niewielka warto$¢ bledu A,. Jako przeksztatcenie wybrano liniowe lub zatoZono,
ze odleglo$ci pomigdzy dwoma punktami sa tak niewielkie, ze przeksztalcenie
f(x,) mozna aproksymowac¢ funkcja liniowa X1 = €X;. Trzeba obliczy¢ kilka
punktow trajektorii, ktore beda powstawac, startujac z dwoch réznych punktow (1)
(pomijajac fakt, ze w rzeczywisto$ci wspotczynniki kierunkowe ¢ w kazdym kroku
ulegajg zmianie):
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Woéwczas w granicy do nieskonczonos$ci, prawa stron¢ wyrazenia (3) mozna
zapisac:

1 n
lim =3 | (5 )| = 7x,) (5)
k=1

Wspdtezynnik A(x,) jest okreslany mianem wyktadnika Lapunowa. Wzor (5)
mozna wyprowadzi¢ wprost z definicji wyktadnika Lapunowa, okre§lanego jako

miara oddalania si¢ punktow, (‘xO’xO + Ao) réwna po n iteracjach liczbie:

Age™ " = (o +A0) = £ (%) (6)

122 Scientific Journal of Gdynia Maritime University, No. 103, March 2018



Badanie przydatnosci procedur Rosensteina i Eckmanna
do identyfikacji chaotycznych szeregéw czasowych

Woéwcezas przechodzac do granicy (Ao —0,n _)OO), uzyskuje sig¢ wzor na

Mxy):

lim lim -
n—o Ay—0 p ‘ AO ‘ n—® p

glnlf"(x()mo)—f"(xo)l:limgln‘df"(xo)

0

Z kolei, wykorzystujac regute rézniczkowania funkcji ztozonej, ostatecznie otrzy-
muje si¢ wzor (7) identyczny z wyzej okre§lona formula (5):
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3. PRZEKSZTALCENIE LOGISTYCZNE

Przeksztalcenie logistyczne (8) jest najbardziej chyba znanym odwzorowaniem
wsrod badaczy teorii chaosu [Peitgen, Jurgens i Saupe 1996; Baker i Gollub 1998],
podawanym jako przyktad zmiany zachowania trajektorii ze stabilnej do
chaotycznej w zalezno$ci od wspolczynnika a:

X, =ax;(1-x,) )

Na rysunku 1 przedstawiono dwa przebiegi wygenerowane z rekurencyjnego
wzoru (8) w srodowisku Mathcad dla dwoch parametréw a = 3 oraz a = 4.
Z rysunku 1 wyraznie wynika, ze uzyskana trajektoria dla pierwszego parametru
ma charakter stabilizujacy si¢ na poziomie dwoch wartosci 0,495 oraz 0,812,
natomiast dla parametru a = 4 przebieg zachowuje si¢ chaotycznie, przyjmujac
niepowtarzalne warto§ci w kolejnych iteracjach. Wyjasnienie takiej zmiany
w charakterze przebiegdw przedstawia sposob iterowania poszczegdlnych punktow
odwzorowania logistycznego na podstawie wykresu paraboli (rys. 2).

W celu przedstawienia globalnego zachowania si¢ modelu powszechnie
(nie tylko dla odwzorowania logistycznego) wyznacza si¢ diagram bifurkacyjny,
w ktorym wspotczynnik a (lub ) zmienia si¢ w wybranym przedziale w sposob
ciagly (w symulacji, co pewien zadany krok). Dla wybranej warto$ci poczatkowej
przeprowadza si¢ np. N-iteracji (najczesciej opuszczajac 100 pierwszych) i na
diagramie dla danego u zaznacza si¢ pozostate iteracje. Znajac posta¢ analityczna
przeksztatcenia logistycznego, mozna réwniez wyznaczy¢ przebieg zmiennosci
wyktadnika Lapunowa, stosujac bezposrednio wzor (5).

Zeszyty Naukowe Akademii Morskiej w Gdyni, nr 103, marzec 2018 123



Damian Hallmann, Piotr Jankowski

| } Lo , ) [— a=3
08 'a."': {5 ". ':- a:4l
» fﬁﬁﬁﬁvA“AAAAAAAAAAAAAAAAAHHW
o | 1 BRI :i:' ".,' AL
R R R
y

0
i

Rys. 1. Przebieg trajektorii odwzorowania logistycznego stabilnej i chaotycznej
Fig. 1. Trajectories of logistic map (stable and chaotic state)
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Rys. 2. Sposéb iterowania punktow przeksztatcenia logistycznego: a)dlaa=3,b)a=4
Fig. 2. The way to iterate logistic transformation points for:a) a=3,b) a =4

Procedure wyznaczania diagramu bifurkacyjnego, w ktorej wspotczynnik
odwzorowania oznaczono przez 4, i jednocze$nie wykladnika Lapunowa dla

zmieniajacego si¢ tutaj wspotczynnika a przedstawiono ponize;j.

Procedura bifurkacji dla odwzorowania logistycznego:

N, =500 i:=0..N n:=0.N Ui = 4~§1
N
Xp,i=0.01 Xntl,i= Hi'Xn,i'(l - Xn,i) n:= g .N
Procedura wyznaczania wyktadnika Lapunowa dla odwzorowania logistycznego
M := 2000 j =0..3000 aj := 2.5+ j-0.0005 k:=0.M X0,j = 0.01
Xk+1,j = aj.xk,j-(l—Xk,j) A ::;.i 1r{|aj-(1—2~x1< J)H
I M=-100 :
k=101
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Rys. 3. Diagram bifurkacyjny i wyktadnik Lapunowa

Fig. 3. Bifurcation diagram and Lyapunov exponent

Powyzsza trajektoria Lapunowa (rys. 3) wyznaczona dla zmieniajacej si¢
wartosci wspotczynnika  (lub @) i uzyskana na podstawie analitycznego wzoru (8)
bedzie stanowita wzorcowa trajektori¢ przy badaniach procedur (Eckmanna
i Rosensteina), stosowanych do wyznaczania wykladnikow Lapunowa na podsta-
wie szeregow danych pomiarowych.

4. PROCEDURY ECKMANNA | ROSENSTEINA

W literaturze teorii chaosu deterministycznego istnieje wiele prac opisujacych
procedury wyznaczajace spectrum wyktadnikoéw Lapunowa dla eksperymentalnych
szeregoOw czasowych, a nawet udostepniajacych ich implementacje w réznych
jezykach (QBasic, Fortran, Python, Matlab) [Wolf i in. 1985; Eckmann i in. 1986;
Rosenstein, Collins i De Luca 1993]. Najczgsciej powyzsze procedury opieraja sig
na wyznaczeniu parametrow (rekonstrukcji) przestrzeni fazowej oraz metodzie
falszywych najblizszych sasiadow (patrz poprzedni artykut autorstwa P. Jankow-
skiego). Poniewaz jak wspomniano, w spektrum Lapunowa najbardziej interesuja-
cym wskaznikiem stanu chaosu (badz jego braku) jest wartos¢ maksymalnego
wyktadnika Lapunowa, to do badan przydatnosci takich procedur wybrano oprocz
procedury Eckmanna i innych dodatkowo algorytm Rosensteina i innych liczacej
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jeden maksymalny wyktadnik [Eckmann i in. 1986; Rosenstein, Collins i De Luca

1993]. Obie procedury zostaly zrealizowane w programie Python [Largest

Lyapunov Exponent with Rosenstein’s Algorithm).

W opisie algorytmu Rosensteina znamienne jest pierwsze zdanie: ,,Algorytm
Rosensteina i in. jest w stanie odzyska¢ najwigkszy wyktadnik Lapunowa, ale jego
warto$¢ silnie zalezy od wyboru parametrow”.

Modut realizujacy algorytm Rosensteina w programie Python zawiera naste-
pujace argumenty i parametry:
nolds.lyap r(data, emb dim=10, lag=None, min_step=None, tau=1,min_vectors=
20, trajectory len=20, fit="RANSAC’, debug plot=False, plot file=None)

Parametrami w module, obliczajacymi ten wykladnik, sa:

e data — jednowymiarowy szereg czasowy;

o emb dim — wymiar zanurzenia (wymiar zrekonstruowanej przestrzeni);

e Jag—opoOznienie czasowe w metodzie opoOznien rekonstrukcji przestrzeni
fazowej;

e min_tstep — minimalny odstep czasowy pomigdzy dwoma sasiadami (domyslnie
program znajduje odpowiednia warto$¢, obliczajac $redni przedzial czasowy
danych);

e fau—rozmiar kroku pomigdzy punktami (danymi) w szeregu czasowym
w sekundach (domys$lnie znajduje odpowiednia wartos¢ za pomoca funkcji
autokorelacji);

e min_vectors —jesli lag jest ustawione jako Nome, szukanie odpowiedniego
opoOznienia zostanie zatrzymane, gdy liczba powstatych wektoréw spadnie
ponizej min_vectors,

e trajectory len —czas (w liczbie punktow danych), §ledzenia zmiany odleglosci
migdzy dwoma sasiednimi punktami;

e fit—jezeli fit jest ustawione na "poli", metoda aproksymacji jest metoda
najmniejszych kwadratow, jezeli na ‘RANSAC’ — stosowana jest procedura
‘RANSAC’, ktéra jest bardziej odporna na odchylenia.

Pozostale parametry, takie jak debug plot oraz plot file, dotycza opcji
pojawienia sig (lub nie) oszacowan posrednich oraz wykresu.

Modutl Eckmanna odwotuje si¢ ogdlnie do tej samej metody (najblizszych
sasiadow), ale podstawowym argumentem moze by¢, nie jak w przypadku
procedury Rosensteina jeden szereg, lecz tablica szeregdw, co oznacza, ze program
ten moze zwroci¢ spektrum wyktadnikéw Lapunowa (WL), odpowiadajacych tym
szeregom. Jezeli dang wejSciowa jest jeden szereg, to program generuje najwigkszy
wyktadnik (nawet jezeli z rekonstrukcji przestrzeni wynika, ze jej wymiar jest
wigkszy niz jeden). W module Eckmanna rezultat widma Lapunowa zalezny jest
od nastepujacych argumentéw i parametrow:
nolds.lyap_e(data, emb dim=10, matrix_dim=4, min_nb=None, min_tsep=0,
tau=1, debug plot=Fualse, debug data=False, plot_file=None).
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Opis parametrow jest nastgpujacy:

e data — szereg skalarny lub tablica danych;

e emb_dim — wymiar zanurzenia;

e matrix_dim — wymiar macierzy wektorow historii (emb dim-1 musi byé
podzielne przez matrix_dim-1);

e min_nb—minimalna liczba sasiadow (domyslna warto$¢ = min(2*matrix_dim,
matrix_dim + 4);

e tau—rozmiar kroku danych w sekundach (wspotczynnik skalowania
(normalizacji) dla wyktadnikéw).

Chociaz podobnie jak dla procedury Rosensteina modut Eckmanna nie
wyznacza automatycznie wszystkich parametrow, jednak w instrukcji uzytkowania
pomocne sa nastepujace rekomendacje:

e wzrost liczby danych poprawia doktadno$¢, maty tau nie;

e uzy¢ duzych warto$ci dla emb_dim;

e wymiar matrix_dim powinien by¢ "nieco wigkszy niz przewidywana liczba
dodatnich wyktadnikéw Lapunowa";

e zaleca si¢ ustawiC parametr min_nb = min(2*matrix_dim, matrix_dim + 4).

Do badania przydatnosci powyzej przedstawionych procedur przyjgto za
niezmienne pewne parametry, zwlaszcza te, ktore w module sa juz ustawione na
zalecang warto$¢ oraz te ze wskaznikiem None, co oznacza, ze modut w trakcie
rekonstrukcji wsadowego szeregu okresli je samodzielnie.

Wartos$ci najwazniejszych parametréow, dla ktorych przeprowadzono badania,
przedstawiono dla procedury Eckmanna w tabeli 1, a dla procedury Rosensteina —
w tabeli 2.

Tabela 1. Ustawienie parametréw dla procedury Eckmanna

Table 1. Setting parameters for the Eckmann procedure

Liczba punktéw emb_dim matrix_dim min_nb min_tstep tau

300 3,5,7,9 3 None 0 1

Tabela 2. Ustawienie parametréow dla procedury Rosensteina
Table 2. Setting parameters for the Rosenstein procedure

Liczba punktow | emb_dim lag min_tstep tau | min_vectors trajectory_len
300 3,5,7,9 None | None 1 20,30,40,50 20,30,40,50

5. ANALIZA WYNIKOW

Procedura Eckmanna zapewnia (oprécz wymiaru zanurzenia (emb_dim) i wymiaru
macierzy (matrix_dim)) automatyczne wyznaczenie pozostalych parametrow przy
jednoczesnym ustawieniu parametru fau na wartosci 1. Ustawienie to jest oczy-
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wiste z powodu iteracyjnego sposobu generowania kolejnych punktow odwzoro-
wania logistycznego. W zwiazku z tym badania przydatnosci tej procedury
przeprowadzono, wyznaczajac rodzing przebiegéw wyktadnika Lapunowa w funkcji
wspotczynnika a dla réznych parametrow (emb_dim) oraz (matrix_dim). Jak wspo-
mniano wczesniej, musi zachodzi¢ warunek (matrix dim-1) | (emb_dim-1), stad
warto$¢ parametru matrix_dim =2 umozliwia ustawienie dowolnych warto$ci
parametru emb_dim.

Na rysunku 4 przedstawiono pierwsza rodzing charakterystyk wyktadnikow
Lapunowa (WL) przy zmieniajacym si¢ parametrze emb dim 1 statym matrix_dim =2
na tle wzorcowej charakterystyki analitycznej odwzorowania logistycznego.
Analiza tych przebiegow wskazuje duzy wptyw wymiaru zanurzenia (emb_dim) na
wyznaczone wartosci WL, przy czym wplyw ten jest wigkszy dla wartosci
wspotczynnika a powyzej 3,5, tj. dla zakresu, gdzie wyktadniki przybieraja
warto$ci dodatnie.

Na rysunku 4b pokazano powigkszone okno z rysunku 4a w zakresie 3,4<a<4.
Tu widaé, ze najblizej trajektorii wzorcowej jest przebieg dla emb dim=9.
Jednoczesnie, co jest bardzo istotne, ten przebieg prawie zawsze zachowuje znak
wyktadnika taki jak przebiegu wzorcowego.

Na rysunku 5 przeprowadzono symulacje dla tych samych parametrow wy-
miaru zanurzenia przy ustawieniu matrix_dim = 3. Dla tych parametréw réwniez
zachowany jest warunek (matrix_dim-1) | (emb_dim-1). Obserwujac przebiegi,
mozna zauwazy¢, ze nastapita wigksza rozbiezno$¢ niz w poprzednim przypadku
zwlaszcza dla a>3,4. Co gorsza, obserwujac okno dla zakresu 3,4 <a<3,6
(rys. 5b), przebieg o wymiarze emb_dim =9 nie zachowuje juz znaku wyktadnika
takiego jak przebieg wzorcowy.

W przypadku badan przydatnosci procedury Rosensteina analizowany byt
wplyw zmian jednego z trzech parametréw (tab. 2) na trajektorie Lapunowa przy
niezmiennosci pozostatych. Podobnie jak w badaniach wczesniejszych (Eckmann)
parametry, ktore nie wymagaja podania konkretnej wartosci (np. ustawienie None),
co znaczy, ze procedura oblicza je samodzielnie, nie byly poddane analizie
zmienno$ci. Na poczatek wyznaczono rodzing trajektorii Lapunowa przy zmiennym
wymiarze rekonstruowanej przestrzeni fazowej (emb_dim=variab) i pozostatych
dwoch min_vectors oraz trajectory len, ustawionych na warto$ci odpowiednio
10 1 20 (rys. 6). Nalezy zauwazy¢, ze tym razem wymiar zanurzenia nie wptynat
na przebieg trajektorii WL (wszystkie przebiegi pokrywaja si¢), ale zgodnosé
Z przebiegiem teoretycznym jest gorsza w poréwnaniu z procedura Eckmanna dla
tego samego wymiaru zanurzenia (rys. 4). Ponadto, obserwujac powigkszone okno
na rysunku 6b, wida¢ kilka punktow, w ktérych znak wyktadnika Lapunowa r6zni
si¢ od znaku dla trajektorii teoretycznej. W tym zakresie sytuacja poprawila sig,
jezeli dla tej samej zmienno$ci wymiaru zanurzenia powickszono min vectors do
warto$ci 20 (rys. 7).
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Fig. 4. WL charts from Eckmann's procedure for different embedding dimensions
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Rys. 6. Wykresy WL z procedury Rosensteina dla r6znych wymiaréw zanurzenia

Fig. 6. WL charts from Rosenstein's procedure for different embedding dimensions

Zeszyty Naukowe Akademii Morskiej w Gdyni, nr 103, marzec 2018 131



Damian Hallmann, Piotr Jankowski

a)
2.0 T T T T T
— true lyap. exponent
1.5}..| — lyap_r emb_dim: 3, min_vectors: 20, trajectory_len: 20 ||
- - lyap_r emb_dim: 5, min_vectors: 20, trajectory_len: 20
1.0F-| --- lyap_r emb_dim: 7, min_vectors: 20, trajectory_len: 20 ||
= | | lyap_r emb_dim: 9, min_vectors: 20, trajectory_len: 20
X 05f- : : : 1
2
@
o
2
e
>
@
=
m
=

b)
T T T T
0.4
0.2
T 00
o
2
7]
& 0.2
o
g
v —0.4
g
= —— true lyap. exponent
il  p— lyap_r emb_dim: 3, min_vectors: 20, trajectory_len: 20| |
- - lyap_r emb_dim: 5, min_vectors: 20, trajectory_len: 20
=081 ... lyap_remb_dim: 7, min_vectors: 20, trajectory_len: 20 |
----- lyap_r emb_dim: 9, min_vectors: 20, trajectory_len: 20
—-1.0 L L 1 L 1 1 1
3.40 3.45 3.50 3.55 3.60 3.65 3.70 3.75

a
Rys. 7. Wykresy WL z procedury Rosensteina dla réznych wymiaréw zanurzenia
Fig. 7. WL charts from Rosenstein's procedure for different embedding dimensions
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Fig. 8. WL charts from Rosenstein's procedure for different min_vectors parameters
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Rys. 9. Wykresy WL z procedury Rosensteina dla réznych parametroéw trajectory_len
Fig. 9. WL charts from Rosenstein's procedure for different trajectory _len parameters
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Na podstawie wynikow z rysunkéw 6 i 7 (i zalecenia w opisie procedury)
w dalszych badaniach zmienno$ci parametru min_vectors wymiar zanurzenia usta-
wiono na wartos¢ 9 (rys. 8). Rowniez i w tym przypadku nie odnotowano wigkszego
wplywu parametru min_vectors na przebieg trajektorii Lapunowa, natomiast
w przedziale 3,4 < a < 3,8 odnotowano nieznaczng poprawg zgodnosci z przebie-
giem teoretycznym zardwno pod wzgledem wartosci, jak i znaku (rys. 8b).
Na koncu zbadano wplyw zmienno$ci parametru trajectory len przy statych
parametrach emb_dim = 9 i min_vectors = 20 (rys. 9). Obserwacje wykresow w tym
przypadku pokazuja, ze sposrdod wczesniej badanych parametrow najwigkszy
wplyw na przebieg trajektorii WL ma parametr trajectory len. Obserwujac jedno-
czesnie okno w zakresie 3,4 < a < 3,95, mozna stwierdzi¢, ze najbardziej zblizona
do wzorcowej jest trajektoria WL dla warto$ci parametru trajectory len = 20.

6. PODSUMOWANIE

Celem przeprowadzonych badan symulacyjnych bylo sprawdzenie przydatnosci
procedur Eckmanna i Rosensteina do wyznaczania warto$ci wyktadnikow Lapunowa
na podstawie jednowymiarowego szeregu danych. Poréwnujac trajektorie uzyskane
z tych procedur z przebiegiem wyktadnika Lapunowa, okre§lonego na podstawie
wzoru (8) dla odwzorowania logistycznego, nalezy stwierdzié, ze dla przeprowa-
dzonych badan nie udato si¢ uzyska¢ idealnej zgodnosci w calym zakresie zmian
wspoétczynnika odwzorowania (a), przy czym zgodnos$¢ ta byla lepsza w prze-
dziale, dla ktorego wyktadnik Lapunowa przyjmowal wartosci dodatnie. Natomiast
bardziej pozytywny wniosek mozna postawi¢ w przypadku zachowania znakow
wyktadnikow Lapunowa. Nalezy jednak podkresli¢, ze parametry, dla ktorych
wyznaczane byly trajektorie Lapunowa (dla obu procedur), byly state w catym
zakresie zmieniajacego si¢ wspotczynnika a odwzorowania logistycznego. Z kolei
kazda zmiana tego wspotczynnika oznacza inny szereg generowany przez od-
wzorowanie i mozna sadzié, iz proba doboru parametrow dla kazdej indywidualnej
wartosci a databy lepsze oszacowanie wyktadnika Lapunowa.

Jak wynika z danych, umieszczonych w tabelach 1 i 2, symulacje byly
przeprowadzone dla 300 punktéw. Wykonano kilka probnych badan dla wigkszej
liczby punktow, ale nie odnotowano istotnych rdéznic pomimo ustawienia w obu
algorytmach obcigcia pierwszych 10 punktow (wigksza liczba punktow obcigcia
nie miala istotnego wpltywu na wyniki symulacji).

Porownujac obie procedury, mozna jednoznacznie stwierdzi¢, ze bardziej
stabilna i mniej czula na zmiang parametréw zaleznych od rekonstruowanej
(nieznanej w praktyce) przestrzeni fazowej okazata si¢ procedura Rosensteina.
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