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Streszczenie: W artykule zaprezentowano algorytm oraz aplikację w programie Excel 

krokowej aproksymacji danych metodą najmniejszych kwadratów dla modelu wielomia-
nowego, liniowego względem współczynników. Pod pojęciem wielomianu aproksymującego 
rozumiany jest wielomian uogólniony, którego jednomiany są dowolnymi liniowo nieza-
leżnymi funkcjami. Współczynniki wielomianu aproksymującego są wyznaczane metodą 
Gaussa. Specjalnie utworzona tabela informacyjna umożliwia optymalny dobór jednomia-
nów oraz budowanie modelu krok po kroku, drogą włączania do modelu jednomianów 
najbardziej zmniejszających sumę kwadratów odchyleń. W tej tabeli wskazano sumę 
kwadratów odchyleń, odchylenia skrajne oraz wartości odchylenia standardowego na 
każdym kroku aproksymacji. Stanowi to podstawę do podjęcia decyzji o zakończeniu 
aproksymacji, a także umożliwia wyłonienie punktów o nadmiernych odchyleniach. 

Słowa kluczowe: metoda najmniejszych kwadratów, aproksymacja krokowa, model wielo-

mianowy, algorytm Gaussa, aplikacja EXCELA. 

Abstract: The paper presents the algorithm and the application in Excel of the stepwise 

least squares data approximation for a polynomial model linear with respect to coefficients. 
The term approximating polynomial is understood as a generalized polynomial which 
monomials are any linearly independent functions. The coefficients of the approximating 
polynomial are determined by the Gaussian method. Specially created information table 
enables an optimal selection of monomials and building a model step by step, by 
incorporating the monomials with most decreasing sums of squared deviations. In this table, 
the sum of squared deviations, extreme deviations and standard deviation values are 
indicated at each approximation step. This is the basis for making the decision to complete 
the approximation, as well as the selection of points with excessive deviations. 

Keywords: least squares method, stepwise approximation, polynomial model, Gaussian 

algorithm, EXCEL application. 
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1. WSTĘP 

Zagadnienie aproksymacji danych pomiarowych metodą najmniejszych kwadratów 

dla wielomianowego modelu liniowego względem współczynników jest zagadnie-

niem teoretycznie opisanym. Istnieją liczne narzędzia dla jego rozwiązania z zasto-

sowaniem takich programów jak Statistica, Matematica, Matlab.  

 Powszechnie dostępnym programem umożliwiającym średniokwadratową 

aproksymację danych, jest program EXCEL [EXCEL 2016]. Wbudowane w nim 

programy aproksymacji średniokwadratowej mogą być wykorzystywane jedynie 

do obróbki jednoowymiarowych zbiorów danych, zasadniczo do celów redakcyj-

nych i w bardzo ograniczonym zakresie do celów inżynierskich. Brak w nich np. 

możliwości dokonywania ocen statystycznych.  

 Ze względu na narzędzia dostępne w programie EXCEL problem aproksy-

macji średniokwadratowej można rozwiązać dwoma sposobami: drogą rozwiązania 

układu równań liniowych, np. metodą Gaussa, lub na bazie rachunku macie-

rzowego, którego niezbędne do tego celu funkcje są dostępne w programie 

EXCEL.  

 W artykule zaprezentowano przykład rozwiązania problemu aproksymacji 

pierwszą metodą. Przykład aproksymacji metodą najmniejszych kwadratów  

z wykorzystaniem funkcji macierzowych programu EXCEL zostanie omówiony  

w innym artykule. W obydwu przypadkach przyjęto zasadę nie tylko aproksymacji 

danym modelem, lecz także zasadę krokowego budowania modelu jako sumy 

członów wnoszących w kolejnym kroku aproksymacji największy wkład w mini-

malizację sumy kwadratów odchyleń [Stepwise regression; Efroymson, Ralston  

i Wilf 1960; Enslein, Ralston i Wilf 1977].  

Istotą problemu jest przybliżenie przyjętym modelem, metodą najmniejszych 

kwadratów, zbioru danych, np. pomiarowych 𝑦𝑝 (𝑝 = 1 ÷ 𝑃),  określonych na 

wielowymiarowym zbiorze argumentów (zmiennych niezależnych) 𝑥(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑞) 

[Hartmann, Lezki i Schäfer 1974]. 

Zagadnienie jest liniowe jeżeli modelem aproksymacji jest wielomian 

uogólniony 𝑦𝐾 funkcjibazowych 𝑓𝑘  (jednomianów), liniowy względem współ-

czynników 𝑎𝑘, co można zapisać następująco: 

 𝑦𝐾 = ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑘
𝐾
𝑘=1  ,                                                   (1) 

gdzie 𝑓𝑘 = 𝑓𝑘(𝑥)  – liniowo niezależne funkcje bazowe argumentów zbioru danych 

(zmiennych niezależnych) 𝑥(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑞). 

Funkcje bazowe 𝑓𝑘 mogą być znane lub zadane z góry albo też poszukiwane  

w procesie aproksymacji, co ma miejsce w rozpatrywanym przypadku. 
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Współczynniki 𝑎𝑘  wyznacza się z warunku najmniejszych kwadratów. 

Wymaga się, by suma kwadratów 𝑆  odchyleń wartości aproksymowanych od 

wartości uzyskanych z aproksymacji przyjętym modelem (1) osiągnęła minimum: 

 𝑆 = ∑ (𝑦𝑝 − 𝑦𝐾𝑝)
2𝑃

𝑝=1 = MIN,                                      (2) 

co implikuje następujący warunek: 

 
𝜕𝑆

𝜕𝑎𝑘
= −2∑ (𝑦𝑝 − 𝑦𝐾𝑝)

𝑃
𝑝=1 ∙

𝜕𝑦𝐾𝑝

𝜕𝑎𝑘
= 0.   (3) 

Otrzymuje się układ równań liniowych, którego rozwiązaniem są wartości 

współczynników 𝑎𝑘. Układ ten można zapisać następująco: 

 

{
 
 

 
 
𝑎1 ∙ 𝑓11 +⋯+ 𝑎𝑘 ∙ 𝑓1𝑘 +⋯+ 𝑎𝐾 ∙ 𝑓1𝐾 = 𝑓1𝑦

⋮
𝑎1 ∙ 𝑓1𝑘 +⋯+ 𝑎𝑘 ∙ 𝑓𝑘𝑘 +⋯+ 𝑎𝐾 ∙ 𝑓𝑘𝐾 = 𝑓𝑘𝑦

⋮
𝑎1 ∙ 𝑓1𝐾 +⋯+ 𝑎𝑘 ∙ 𝑓𝑘𝐾 +⋯+ 𝑎𝐾 ∙ 𝑓𝐾𝐾 = 𝑓𝐾𝑦}

 
 

 
 

,        (4) 

gdzie elementy lewej strony układu równań (4) wyznacza się ze wzoru: 

𝑓𝑘𝑙 = ∑ 𝑓𝑘𝑝 ∙ 𝑓𝑙𝑝 dla 𝑘, 𝑙 = 1 ÷ 𝐾𝑃
𝑝=1                                  (5) 

Wyrażenie dla wyznaczania wielkości 𝑓𝑘𝑦 jest następujące: 

𝑓𝑘𝑦 = ∑ 𝑓𝑘𝑝 ∙ 𝑦𝑝
𝑃
𝑝=1 .                                              (6) 

Współczynniki 𝑎𝑘wielomianu aproksymującego (1) są wynikiem rozwiązania 

układu równań (4). 

Jeżeli model aproksymacji jest znany, współczynniki aproksymacji można  

łatwo wyznaczyć, wykorzystując w tym celu, np. funkcje macierzowe programu 

EXCEL. Na ogół jednak model nie jest znany lub znany częściowo i poszukuje się 

jego przybliżenia, np. wielomianem potęgowym.   

Celem pracy jest nie tylko aproksymacja średniokwadratowa zbioru danych, 

znanym lub szukanym modelem, lecz także wyłonienie modelu o uzasadnionej 

statystycznie strukturze.  

W artykule zaprezentowano pierwszą, z dwóch opracowanych, aplikację 

rozwiązania zagadnienia aproksymacji średniokwadratowej z wykorzystaniem 

programu EXCEL. 

Istotą zaprezentowanego przykładu jest krokowe zwiększanie bazy jednomia-

nów równania aproksymującego.  

W przypadku prezentowanej aplikacji można zbudować model zawierający do 

8 jednomianów, co wymaga rozwiązania układów równań liniowych zawierają-
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cych do 8 niewiadomych. Ograniczenie programu do rozwiązywania układu 

maksymalnie 8 równań liniowych zostało wymuszone ograniczeniami prezentacji. 

Prezentowany program łatwo rozwinąć na większą liczbę funkcji bazowych, np 20 

i więcej. 

2. WPROWADZANIE DANYCH DO ARKUSZA I ICH WSTĘPNE 
PRZEKSZTAŁCENIA 

Na potrzeby artykułu wykorzystano opublikowane dane pomiarowe z badań 

morskich charakterystyk napędowych mocy napędu N w funkcji prędkości obroto-

wej wału n i prędkości statku v, co pokazuje tabela 1 [Giernalczyk i Górski 2011].  

Obszar danych podzielono na obszar wczytywania i przygotowania do 

obróbki. Umożliwia to wstępne przygotowanie danych, np. skalowanie (mnożenie 

przez współczynniki) zmiennych niezależnych lub też ich normalizację przez 

sprowadzenie do przedziałów wartości [–1: 1]. Niekiedy może być pożądane 

przesunięcie osi  y.  

Tabela 1. Wprowadzanie i wstępne przygotowanie danych 

Table 1. Data input and preliminary data preparation  
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W rozpatrywanym przykładzie (tab. 1) przyjęto: 𝑐𝑖 = 1; 𝑏𝑖 = 0; 𝑥1 = 𝑛;   𝑥2 =
𝑣; 𝑦 = 𝑁. W komórce E15 jest deklarowany numer wiersza początku danych, a w 

E16 – końca danych. W E18 wyświetla się liczba aproksymowanych danych.  

W niektórych przypadkach mogą być pożądane przekształcenia funkcyjne 

zmiennych x i y, np. logarytmowanie, itd. 

Doświadczenie pokazuje, że wstępne rozpoznanie celowości zastosowania 

powyższych operacji znacznie ułatwia proces aproksymacji i zapobiega przyjęciu 

nieadekwatnego modelu. Jest to szczególnie ważne, gdy obrabiane są zbiory 

danych o małej liczebności, co najczęściej ma miejsce w działalności inżynierskiej 

i naukowej w dziedzinach technicznych. 

3. WYZNACZANIE WARTOŚCI ELEMENTÓW TABLICY UKŁADU 
RÓWNAŃ 

W celu wyznaczenia sum (5) iloczynów wartości jednomianów oraz sum (6) 

iloczynów wartości jednomianów i wartości wyjściowych utworzono kolumny 

wartości jednomianów dla poszczególnych punktów p (tab. 2). 

Tabela 2. Kolumny wartości jednomianów 

Table 2. Columns of monomial values 

 

 

W kolumnach X÷AE, począwszy od wiersza 22, są deklarowane funkcje 

jednomianowe. Wymagana jest ich wzajemna niezależność liniowa i określoność 

na zbiorze argumentów. 

W prezentowanej aplikacji zadeklarowano jednomiany postaci: 

𝑓𝑘 = 𝑥1
𝑤1𝑘 ∙ 𝑥2

𝑤2𝑘.                                                  (7) 

Przykładowo: |X22|=$F22^X$18*$G22^X$19. Wpis ten należy przeciągnąć   

w dół arkusza co najmniej do wiersza końca danych. Analogiczne wpisy powinny 

być wykonane w kolumnach Y–AE, począwszy od wiersza 22. 

Dla dodatnio określonych, niezerowych wartości 𝑥1  i 𝑥2  można deklarować 

dowolne rzeczywiste wartości 𝑤1𝑘 i 𝑤2𝑘 (tab. 2). 
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W przypadku wielomianów potęgowych o potęgach całkowitych dodatnich do 
wyznaczenia odpowiednich sum można wykorzystać bezpośrednio funkcję prog-
ramu EXCEL “SUMA.ILOCZYN“. Ograniczyłoby to jednakże możliwości 
tworzenia jednomianów z potęgami ujemnymi lub niecałkowitymi. 

W tabeli 3 zamieszczono wyznaczone wartości elementów tablicy układu 
równań dla prezentowanego przykładu aproksymacji. 

Tabela 3. Układ równań liniowych 

Table 3. System of linear equation 

 

Poniżej podano przykłady wyrażeń obliczeniowych dla sum (5) i (6): 

|AH22|=SUMA.ILOCZYNÓW(ADR.POŚR($AH20&$E15):ADR.POŚR($AH20&
$E$16);ADR.POŚR(AH20&$E$15):ADR.POŚR(AH20&$E$16)), 

|AI22|=SUMA.ILOCZYNÓW(ADR.POŚR($AH20&$E15):ADR.POŚR($AH20&
$E$16);ADR.POŚR(AI20&$E$15):ADR.POŚR(AI20&$E$16)), 

|AP22|=SUMA.ILOCZYNÓW(ADR.POŚR($AH20&$E15):ADR.POŚR($AH20&
$E$16);ADR.POŚR("E"&$E$15):ADR.POŚR("E"&$E$16)). 

Należy zauważyć, że macierz AH22:AO29 (tab. 3) jest macierzą kwadratową 
symetryczną.Wartości wyznaczone nad przekątną tablicy wystarczy odpowiednio 
przepisać do dolnej połowy tablicy. 

Symbole kolumn zawarte w komórkach AH20:AP20 służą w tym przypadku 
ułatwieniu w tworzeniu programu. 

4. WYZNACZANIE WARTOŚCI WSPÓŁCZYNNIKÓW  WIELOMIANU 
APROKSYMUJĄCEGO 

Po wyznaczeniu wartości elementów tabeli 3 można przystąpić do wyznaczenia 
wartości współczynników wielomianu aproksymującego (1).  

W tym celu w pracy zastosowano algorytm Gaussa.  
Tablica T1 (tab. 3) jest redukowana do tablicy T2 (tab. 4), w wyniku czego 

ulega eliminacji niewiadoma 𝑎1. W następnym kroku jest eliminowana niewiado-
ma 𝑎2 i powstaje tablica T3 (tab. 4). W ten sposób powstaje osiem kolejnych tablic 
T1–T8 o stopniowo malejącym wymiarze. 
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Tabela 4. Rozwiązanie układu równań metodą Gaussa 

Table 4. The solution of the system of Gaussian equations  

 

 

Wyrażenia obliczeniowe dla przykładowych komórek są następujące: 

|AI31|=JEŻELI($AH23=0;AI23;AI$22/$AH$22-AI23/$AH23), 

|AJ31|=JEŻELI($AH23=0;AJ23;AJ$22/$AH$22-AJ23/$AH23), 

|AP31|=JEŻELI($AH23=0;AP23;AP$22/$AH$22-AP23/$AH23). 

Zastosowanie funkcji JEŻELI zapewnia istnienie rozwiązania dla macierzy 

każdej postaci, pomijając przypadki 𝑓𝑘𝑘 = 0, co nie powinno mieć miejsca. 

W tabeli 5 zamieszczono wyniki obliczeń współczynników aproksymacji 𝑎𝑘 

dla kolejnych modeli aproksymacji (1). 

Tabela 5. Wyznaczanie współczynników równań aproksymujących 

Table 5. Calculation of coefficients of approximation equations 
 

 

 

Automatycznie wyznaczane są wartości 𝑎𝑘  dla wszystkich K, w tym przy-

padku dla  𝐾 = 1–8. 
Zasadę obliczeń współczyników, wynikającą z metody Gaussa (tab. 5), ilu-

strują następujące przykładowe wyrażenia: 

dla K = 1: 𝑎1=|AH3|=AP22/AH22, 

dla K = 2: 𝑎1|AI3|=(AP22-AI4*AI22)/AH22, 𝑎2 =|AI4|=AP31/AI31. 
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Należy zwrócić uwagę na przypadek 00. W takim przypadku EXCEL sygna-
lizuje status błędu. Status błędów dzielenia przez 0, obserwowany w tabeli 5 
(kolumny AN i AO), jest następstwem zadeklarowania w kolumnie AD (tab. 2) 
jednomianu liniowo zależnego od jednomianu w kolumnie AA. Jeżeli dana 
kolumna znajduje się poza już przyjętym modelem, sygnalizowane statusy błędu 
nie mają żadnego wpływu na wyniki aproksymacji. Nie są one maskowane, 
ponieważ spełniają funkcję informującą o zadeklarowaniu jednomianu, liniowo 
zależnego od jednego z wcześniej zadeklarowanych jednomianów. 

5. KROKOWY PROCES TWORZENIA WIELOMIANU 
APROKSYMUJĄCEGO  

Jeżeli postać modelu aproksymującego jest znana z góry, to wystarczy w tabeli 6 

zadać znane wartości wykładników 𝑤1𝑘  i 𝑤2𝑘 , właściwe dla kolejno przyjmo-

wanych jednomianów modelu. 

Tabela 6. Tabela informacyjna krokowego procesu aproksymacji 

Table 6. Information table of the stepwise approximation process 

 

W tabeli 6, w wierszach 12–17 ujęto wartości parametrów charakteryzujących 

model w aspekcie statystycznym, umożliwiających podjęcie decyzji o końcowej 

postaci modelu aproksymacji oraz stanowiących podstawę do oceny błędów. 

W tabeli 6, po włączeniu do modelu aproksymacji kolejnego jednomianu 𝑓𝑘, 

są wyliczane i prezentowane wartości natępujących parametrów: 𝐷𝑦𝑚𝑎𝑥, 𝐷𝑦𝑚𝑖𝑛 – 

maksymalne i minimalne wartości odchyleń aproksymacji, 𝑆 – suma kwadratów 

odchyleń, 𝑆𝑤 – liczba stopni swobody, 𝑆𝑡 – standardowe odchylenie, |𝐷𝑦/𝑆𝑡|max 

– maksymalna wartość modułu odniesienia. Adresy kolumn w wierszu 11 (tab. 6) 

mają charakter pomocniczy dla tworzenia programu. 
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Nawet jeżeli model jest znany, to racjonalniej jest zastosować krokowe 
włączanie członów, kierując się wkładem dołączonego członu w zmniejszenie 
sumy kwadratów odchyleń 𝑆.  

W rozpatrywanym przykładzie przyjęto, że model nie jest znany i zastoso-
wano metodę krokowego poszukiwania zbiorów wartości 𝑤1𝑘 i 𝑤2𝑘, kierując się 
zasadą najmniejszego 𝑆. 

Wyniki tego postępowania obrazuje tabela 7.  

Tabela 7. Przykład krokowego wyłaniania jednomianów aproksymujących  

Table 7. An example of stepwise emergence of approximating monomials 

 

Wyłoniono jednomiany 𝑓1 i 𝑓2. 
Okazało się, że otrzymano identyczny model jak w przypadku wyłonienia go 

sposobem analitycznym [Giernalczyk i Górski 2011]. Stosując krokową aproksy-
mację, wyłoniono dodatkowe, równorzędnie statystycznie modele, mające także 
pewne uzasadnienie teoretyczne (fizyczne) [Polanowski i Pawletko 2015; Charchalis 
i Polanowski 2016]. 

Na każdym kroku dokonywana jest analiza wpływu wartości 𝑤1𝑘, 𝑤2𝑘  na 
wartość 𝑆 (tab. 6). W rozpatrywanym przypadku powiększenie modelu o kolejny 

jednomian nie jest uzasadnione. Dla 𝐾 = 3(krok 3) zmniejszenie wartości 𝑆 jest 
pomijalnie małe przy zauważalnym wzroście wartości 𝑆𝑡 (tab. 6), spowodowanej 
malejącą liczbą stopni swobody 𝑆𝑤. 

Program umożliwia bieżącą obserwację i porównanie maksymalnych odchyleń 
aproksymacji 𝐷𝑦𝑚𝑎𝑥 , 𝐷𝑦𝑚𝑖𝑛 z wartościami odchylenia standardowego (tab. 6). 

W powyższym celu program generuje tabelę 8 odchyleń 𝐷𝑦 w punktach 𝑝. 

 

Tabela 8. Kolumny odchyleń aproksymacji 

Table 8. Approximate deviation columns 
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W rozpatrywanym przypadku analiza odchyleń dla wyłonionego modelu 

dwuelementowego ujawnia nadmierne odchylenia w przypadku punktu pomiaro-

wego nr 5 (tab. 1). 

 
Rys. 1. Odchylenia aproksymacji dla danych z punktem 5 i bez punktu 5 

Fig. 1. Approach deviations for data with point 5 and without point 5 

Odchylenie DN17 dla punktu 𝑝 = 5  (rys. 1) istotnie przekracza wartość 
dwóch odchyleń standardowych -+2St17. Po usunięciu punktu 5 z aproksymo-
wanego zbioru wartość odchylenia standardowego St16 zmalała prawie dwukrotnie 
w porównaniu z St17, a odchylenie DN16 dla punku 5 przekroczyło czterokrotną 
wartość odchylenia standardowego St16. Punkt 5 wyłączono z aproksymacji,  
co wymagało reorganizacji kolumny p (tab. 1) oraz zadania nowej wartości 
końcowego wiersza danych w komórce E16. 

6. ZAOKRĄGLANIE WARTOŚCI WSPÓŁCZYNNIKÓW 

Jednym z aspektów obróbki danych jest ocena błędów i istotności współczynników 
modelu oraz liczby miejsc znaczących współczynników.Dla oceny statystycznej 
współczynników modelu konieczne jest wyznaczenie macierzy kowariancji.  

Program EXCEL umożliwia wyznaczenie macierzy kowariancji, ponieważ 
dostępne są funkcje macierzy transponowanej i odwrotnej. Wykorzystanie tej 
możliwości zostanie zaprezentowane w następnym artykule, w którym rozwiązanie 
zagadnienia aproksymacji oparto na wykorzystaniu funkcji macierzowych 
dostępnych w programie EXCEL. 
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Tabela 9 prezentuje podprogram zaokrąglania współczynników równania 

aproksymującego, w którym wykorzystano funkcję ZAOKR. 
   

Tabela 9. Zaokrąglanie wartości współczynników równania aproksymującego 

Table 9. Rounding the values of the approximation equation factors 

 
 

W komórce BD9 należy zadeklarować wielomian o rozpatrywanym wymiarze 

Kz listy BB11–BB18. 

W komórkach BF11 i BF18 zadajemy liczbę miejsc znaczących dla współ-

czynników 𝑎1– 𝑎𝐾. Podejmuje się decyzję, obserwując wartość maksymalną błędu 

zaokrąglenia w komórce BF20. W rozpatrywanym przykładzie przyjęto, że błąd 

zaokrąglenia nie może być większy od 0,1 kW. 

7. PODSUMOWANIE 

Przedstawiony w artykule algorytm aproksymacji danych metodą najmniejszych 

kwadratów umożliwia krokowe wyłanianie modelu zbudowanego z sumy jedno-

mianów, minimalizujących sumę kwadratów odchyleń po każdym kroku apro-

ksymacji. 
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Sygnalizacja sumy kwadratów odchyleń, odchyleń skrajnych oraz odchylenia 

standardowego dla każdego kroku aproksymacji, umożliwia wyłonienie opty-

malnego modelu aproksymacji z punktu widzenia statystycznego. Jest to szczegól-

nie pomocne w przypadku mało licznych zbiorów danych. 

Aplikacja przedstawionego algorytmu aproksymacji w programie EXCEL 

daje możliwość jego wykorzystania do obróbki danych zarówno w pracach 

inżynierskich, jak i naukowych. Program EXCEL jest powszechnie dostępny. 

Aplikacja aproksymacji średniokwadratowej, wbudowana w programie 

EXCEL, nie stwarza powyższych możliwości. Umożliwia jedynie aproksymację 

zbiorów jednowymiarowych z ograniczoną możliwością statystycznej oceny 

zasadności przyjęcia modelu aproksymacji.  
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