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Streszczenie: W artykule zaprezentowano algorytm oraz aplikacje w programie Excel
krokowej aproksymacji danych metodg najmniejszych kwadratéw dla modelu wielomia-
nowego, liniowego wzgledem wspétczynnikéw. Pod pojeciem wielomianu aproksymujacego
rozumiany jest wielomian uogélniony, ktérego jednomiany sg dowolnymi liniowo nieza-
leznymi funkcjami. Wspétczynniki wielomianu aproksymujgcego sg wyznaczane metodg
Gaussa. Specjalnie utworzona tabela informacyjna umozliwia optymalny dobér jednomia-
néw oraz budowanie modelu krok po kroku, drogg wigczania do modelu jednomianéw
najbardziej zmniejszajgcych sume kwadratow odchylen. W tej tabeli wskazano sume
kwadratéw odchylen, odchylenia skrajne oraz wartosci odchylenia standardowego na
kazdym kroku aproksymacji. Stanowi to podstawe do podjecia decyzji o zakonczeniu
aproksymacji, a takze umozliwia wytonienie punktéw o nadmiernych odchyleniach.

Stowa kluczowe: metoda najmniejszych kwadratéw, aproksymacja krokowa, model wielo-
mianowy, algorytm Gaussa, aplikacja EXCELA.

Abstract: The paper presents the algorithm and the application in Excel of the stepwise
least squares data approximation for a polynomial model linear with respect to coefficients.
The term approximating polynomial is understood as a generalized polynomial which
monomials are any linearly independent functions. The coefficients of the approximating
polynomial are determined by the Gaussian method. Specially created information table
enables an optimal selection of monomials and building a model step by step, by
incorporating the monomials with most decreasing sums of squared deviations. In this table,
the sum of squared deviations, extreme deviations and standard deviation values are
indicated at each approximation step. This is the basis for making the decision to complete
the approximation, as well as the selection of points with excessive deviations.

Keywords: least squares method, stepwise approximation, polynomial model, Gaussian
algorithm, EXCEL application.
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drogg rozwigzania uktadu rownan metodg Gaussa

1. WSTEP

Zagadnienie aproksymacji danych pomiarowych metoda najmniejszych kwadratow
dla wielomianowego modelu liniowego wzgledem wspdlczynnikow jest zagadnie-
niem teoretycznie opisanym. Istnieja liczne narzedzia dla jego rozwigzania z zasto-
sowaniem takich programow jak Statistica, Matematica, Matlab.

Powszechnie dostgpnym programem umozliwiajacym S$redniokwadratowa
aproksymacje¢ danych, jest program EXCEL [EXCEL 2016]. Wbudowane w nim
programy aproksymacji sredniokwadratowej moga by¢ wykorzystywane jedynie
do obrébki jednoowymiarowych zbiorow danych, zasadniczo do celéw redakcyj-
nych i w bardzo ograniczonym zakresie do celow inzynierskich. Brak w nich np.
mozliwoséci dokonywania ocen statystycznych.

Ze wzgledu na narzedzia dostepne w programie EXCEL problem aproksy-
macji sredniokwadratowej mozna rozwigza¢ dwoma sposobami: drogg rozwigzania
uktadu réwnan liniowych, np. metoda Gaussa, lub na bazie rachunku macie-
rzowego, ktorego niezbedne do tego celu funkcje sa dostgpne w programie
EXCEL.

W artykule zaprezentowano przyktad rozwigzania problemu aproksymacji
pierwsza metoda. Przyklad aproksymacji metoda najmniejszych kwadratow
z wykorzystaniem funkcji macierzowych programu EXCEL zostanie oméwiony
w innym artykule. W obydwu przypadkach przyjeto zasade nie tylko aproksymacji
danym modelem, lecz takze zasade krokowego budowania modelu jako sumy
cztonéw wnoszacych w kolejnym kroku aproksymacji najwickszy wklad w mini-
malizacj¢ sumy kwadratoéw odchylen [Stepwise regression; Efroymson, Ralston
1 Wilf 1960; Enslein, Ralston i Wilf 1977].

Istota problemu jest przyblizenie przyjetym modelem, metoda najmniejszych
kwadratow, zbioru danych, np. pomiarowych y, (p = 1 + P), okre$lonych na
wielowymiarowym zbiorze argumentéw (zmiennych niezaleznych) x(xq, x5, ..., Xq)
[Hartmann, Lezki i Schiafer 1974].

Zagadnienie jest liniowe jezeli modelem aproksymacji jest wielomian
uogdlniony yg funkcjibazowych f;, (jednomianow), liniowy wzgledem wspot-
czynnikdw a;, co mozna zapisac nastgpujgco:

Yk = leg=1 arfr » (1)

gdzie f; = fi(x) — liniowo niezalezne funkcje bazowe argumentéw zbioru danych
(zmiennych niezaleznych) x(xy, xy, ..., Xg).

Funkcje bazowe f;, moga by¢ znane lub zadane z gory albo tez poszukiwane
W procesie aproksymacji, co ma miejsce w rozpatrywanym przypadku.
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Wspolczynniki a;, wyznacza si¢ z warunku najmniejszych kwadratow.
Wymaga si¢, by suma kwadratow S odchylen warto$ci aproksymowanych od
wartosci uzyskanych z aproksymacji przyjetym modelem (1) osiagneta minimum:

S= ZS=1(}’p - YKp)Z = MIN, 2

co implikuje nastepujacy warunek:

as dy,
—=-2 Z§=1(3’p - YKp) =L = . (3)

aak 6ak

Otrzymuje si¢ uktad rownan liniowych, ktérego rozwigzaniem sa wartosci
wspotczynnikow a,. Uktad ten mozna zapisac nastepujaco:

(al'fll+"'+ak'f1k.+"'+aK'f1K :f1}’]
{ ay " fie + ot ag 'fkk:+ ot ag fix = fiy }, )

kal fikteortag fug + oot ag fyx = nyJ

gdzie elementy lewej strony uktadu rownan (4) wyznacza si¢ ze wzoru:

fuo =Ype1fip fipdlak,l =1+K (5)

Wyrazenie dla wyznaczania wielkoS$ci f;,y jest nastgpujace:

fry = Z§=1fkp “Vp- (6)

Wspolezynniki a,wielomianu aproksymujacego (1) sa wynikiem rozwigzania
uktadu réwnan (4).

Jezeli model aproksymacji jest znany, wspotczynniki aproksymacji mozna
latwo wyznaczy¢, wykorzystujac w tym celu, np. funkcje macierzowe programu
EXCEL. Na ogo6t jednak model nie jest znany lub znany czesciowo i poszukuje si¢
jego przyblizenia, np. wielomianem potggowym.

Celem pracy jest nie tylko aproksymacja $redniokwadratowa zbioru danych,
znanym lub szukanym modelem, lecz takze wylonienie modelu o uzasadnione;j
statystycznie strukturze.

W artykule zaprezentowano pierwsza, z dwodch opracowanych, aplikacje
rozwigzania zagadnienia aproksymacji S$redniokwadratowej z wykorzystaniem
programu EXCEL.

Istotg zaprezentowanego przyktadu jest krokowe zwigkszanie bazy jednomia-
néw réwnania aproksymujacego.

W przypadku prezentowanej aplikacji mozna zbudowaé¢ model zawierajacy do
8 jednomiandéw, co wymaga rozwigzania uktadow rownan liniowych zawieraja-
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cych do 8 niewiadomych. Ograniczenie programu do rozwigzywania uktadu
maksymalnie 8 rownan liniowych zostatlo wymuszone ograniczeniami prezentacji.
Prezentowany program tatwo rozwina¢ na wigksza liczbe funkcji bazowych, np 20
1 wigcej.

2. WPROWADZANIE DANYCH DO ARKUSZA | ICH WSTEPNE
PRZEKSZTALCENIA

Na potrzeby artykulu wykorzystano opublikowane dane pomiarowe z badan
morskich charakterystyk napedowych mocy napgedu N w funkcji predkosci obroto-
wej watu 7 1 predkosci statku v, co pokazuje tabela 1 [Giernalczyk i Gorski 2011].

Obszar danych podzielono na obszar wczytywania i przygotowania do
obrobki. Umozliwia to wstepne przygotowanie danych, np. skalowanie (mnozenie
przez wspotczynniki) zmiennych niezaleznych lub tez ich normalizacje przez
sprowadzenie do przedziatow wartosci [-1: 1]. Niekiedy moze by¢ pozadane
przesunigcie osi y.

Tabela 1. Wprowadzanie i wstepne przygotowanie danych
Table 1. Data input and preliminary data preparation

h
>
[==]
()
o
m
al
o
T

Obszar wprowadzania danych Obszar przygotowania danych
Wiersz poczatku danych 22 Zmiana polozenia osiy
Wiersz korica danych 38 by b, bs
0 0 0
Liczha danych, P 17 Mnozniki skalujace danych
Woprowadzone dane Cxl Cy2 Ce3 Cy
obr/min knt kW 1 1 1 1
P n v N X X3 X3 ¥
1 75 9,5 542 75 9,5 542
2 95 12 1144 95 12 1144
3 115 14 2124 115 14 2124
4 125 14 2911 125 14 2911
26 5 135 16 3946 135 16 3946
6 48 3,5 270 48 3,5 270
7 72 3 694 72 6 094
g 95,6 9,2 1535 95,6 9,2 1535
9 116 12 2701 116 12 2701
10 128 12 3700 128 12 3700
11 128 12 3844 128 12 3844
12 49 6,5 158 49 6,5 158
13 72 9,1 462 72 9,1 462
14 93,1 11,5 972 93,1 11,5 972
15 1154 14 2131 1154 14 2131
16 125,9 15 2628 125,9 15 2628
17 137,2 16 3570 137,2 16 3570
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W rozpatrywanym przyktadzie (tab. 1) przyjeto: ¢; = 1;b; = 0;x; = n; x, =
v;y = N. W komorce E15 jest deklarowany numer wiersza poczatku danych, a w
E16 — konca danych. W E18 wyswietla si¢ liczba aproksymowanych danych.

W niektorych przypadkach moga by¢ pozadane przeksztalcenia funkcyjne
zmiennych x 1 y, np. logarytmowanie, itd.

Doswiadczenie pokazuje, ze wstepne rozpoznanie celowosci zastosowania
powyzszych operacji znacznie ulatwia proces aproksymacji i zapobiega przyjeciu
nicadekwatnego modelu. Jest to szczegélnie wazne, gdy obrabiane sg zbiory
danych o matej liczebnosci, co najczesciej ma miejsce w dzialalnosci inzynierskiej
i naukowej w dziedzinach technicznych.

3. WYZNACZANIE WARTOSCI ELEMENTOW TABLICY UKLADU
ROWNAN

W celu wyznaczenia sum (5) iloczynéw wartosci jednomianéw oraz sum (6)
iloczynow wartosci jednomianow i1 wartosci wyjsciowych utworzono kolumny
wartosci jednomianow dla poszczegolnych punktow p (tab. 2).
Tabela 2. Kolumny wartosci jednomianow
Table 2. Columns of monomial values

12 I 3 1 1 0 1 0 0 0
1o I 0 2 1 0 0 2 0 3
Wik 0 0 0 0 0 0 0 0
P /1 h /s fa fs o Iz fe

1] 421875 6768,75 7125 1 75 90,25 1 857,375
2| 857375 13680 1140 1 95 144 1 1728
m 2 182NKTS 2754nN 1AR1N 1 115 10AR 1 2744

W kolumnach X+AE, poczawszy od wiersza 22, sa deklarowane funkcje
jednomianowe. Wymagana jest ich wzajemna niezalezno$¢ liniowa i okre$lonos¢
na zbiorze argumentow.

W prezentowanej aplikacji zadeklarowano jednomiany postaci:

fk — x‘14’1k . ngzk' (7)

Przyktadowo: [X22]=$F22"X$18*$G227X$19. Wpis ten nalezy przeciagnaé
w dot arkusza co najmniej do wiersza konca danych. Analogiczne wpisy powinny
by¢ wykonane w kolumnach Y-AE, poczawszy od wiersza 22.

Dla dodatnio okreslonych, niezerowych wartosci x; 1 x, mozna deklarowaé
dowolne rzeczywiste warto$ci wy i Wy (tab. 2).
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W przypadku wielomianow potegowych o potegach catkowitych dodatnich do
wyznaczenia odpowiednich sum mozna wykorzysta¢ bezposrednio funkcje prog-
ramu EXCEL “SUMA.ILOCZYN®. Ograniczytoby to jednakze mozliwosci
tworzenia jednomiandéw z potggami ujemnymi lub niecatkowitymi.

W tabeli 3 zamieszczono wyznaczone wartosci elementéw tablicy ukladu
rownan dla prezentowanego przyktadu aproksymac;ji.

Tabela 3. Uktad réwnan liniowych
Table 3. System of linear equation

X ¥ z AA AB AC AD AE AF

T1 Si f2 IE S S35 fe S Js M

S 3,00603E+13| 4,87638E+11|35089435927 217392874 2588626147 3943767836  21739287,4 552E+10| 60215755428
fa 4,87638E+11| 6305803069| 447331701,8  273302,479 3244463504 5115514406  273302,479 7,25E+08| 7365172254
1 35089435927 447331701,8| 32444635,04 2105967 2423017,857 3687700,197 2105967 51155144 53406575
fa 21739287,4 273302479 21059,67 17 1725,2 2381,45 17 31155,01 33332
fs 2588626147 32444635,04 2423017,857 17252| 188820,78| 273302,479 17252 3687700 39768828
fe 3943767836 51155144,06 3687700,197 2381,45 273302,479| 4227766757 2381,45 5892056| 5940558,12
f1 21739287,4 273302479 21059,67 17 1725,2 2381,45 17| 31155,01 33332
fs 55235805669 724851461,5 51155144,06 31155,009 3687700,197 5892056,304 31155,009| 83823891| 82690026,63

Ponizej podano przyktady wyrazen obliczeniowych dla sum (5) i (6):
|AH22[=SUMA.ILOCZYNOW(ADR POSR(SAH20&SE15): ADR.POSR(SAH20&
$E$16); ADR.POSR(AH20&S$E$15): ADR.POSR(AH20&S$ES$16)),

|A122|=SUMA ILOCZYNOW(ADR.POSR(SAH20&SE15): ADR.POSR($AH20&
$E$16); ADR.POSR(AI20&$ES15): ADR.POSR(AI20&SES16)),

|AP22[=SUMA.ILOCZYNOW(ADR.POSR(SAH20&$E15): ADR.POSR(SAH20&
$E$16); ADR.POSR("E"&S$ES$15): ADR.POSR("E"&SES16)).

Nalezy zauwazy¢, ze macierz AH22:A029 (tab. 3) jest macierzg kwadratowa
symetryczng. Warto$ci wyznaczone nad przekatng tablicy wystarczy odpowiednio
przepisac¢ do dolnej potowy tablicy.

Symbole kolumn zawarte w komérkach AH20:AP20 stuza w tym przypadku
utatwieniu w tworzeniu programu.

4. WYZNACZANIE WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW WIELOMIANU
APROKSYMUJACEGO

Po wyznaczeniu wartosci elementow tabeli 3 mozna przystagpi¢ do wyznaczenia
warto$ci wspotczynnikow wielomianu aproksymujacego (1).

W tym celu w pracy zastosowano algorytm Gaussa.

Tablica T1 (tab. 3) jest redukowana do tablicy T2 (tab. 4), w wyniku czego
ulega eliminacji niewiadoma a;. W nastgpnym kroku jest eliminowana niewiado-
ma a, i powstaje tablica T3 (tab. 4). W ten sposob powstaje osiem kolejnych tablic
T1-T8 o stopniowo malejgcym wymiarze.
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Tabela 4. Rozwigzanie uktadu rownan metodg Gaussa

Table 4. The solution of the system of Gaussian equations

EY T2 fr /3 Sa /s fs 1 Js
EN f -0,000447087 -1,9003E-05 -3,90445E-09 -2,6167E-07 -3,93774E-06 -3,904456-09 -7,26-05| 3,12339E-05
£ I3 -0,000264088 -2,6286E-05 -4,36135E-08 -2,78E-06 -4,12805E-06 -4,36135E-08 -4,4E-05 1,9599E-05
E Sa -8,75813E-05 -7,0397E-05 -2,25437E-07 -1,3086E-05 -8,57965E-06 -2,25437E-07 -19E-05| 8,35104E-06
ﬂ fs -4,92925E-05 -3,7683E-05 -1,09896E-07 -6,6698E-06 -4,61194E-06 -1,09896E-07 -1E-05| 5,32106E-06
Es) fs -0,000486893 -3,6729E-05 -4,72037E-08 -3,0272E-06 -6,23495E-06 -4,72937E-08  -8E-05| 3,52066E-05
ﬁ Vi -8,75813E-05 -7,0397E-05 -2,25437E-07 -1,3086E-05 -857965E-06 -2,25437E-07 -1,9E-05| 8,35104E-06
37 S -0,000638613 -2,7782E-05 -7,47872E-09 -4,9022E-07  -5,7047E-06 -7478726-09  -0,0001| 4,45753E-05
38 | T3 fi | fa | 15 ‘ fs | f1 | f3
39 f3 -0,0570292 -0,000156415 -0,00994149 -0,006823806 -0,000156415  -0,0038| 0,004353164
£ -N7AR12211 _NNNISARIG2 N 14RR700% _NNRATRARNS N NNISARR202 N NS55171 N NIS40NRS2

Wyrazenia obliczeniowe dla przyktadowych komorek sa nastepujace:
|AI31|=JEZELI(SAH23=0;A123;A1$22/SAH$22-A123/$AH23),
|AJ31=JEZELI(SAH23=0;AJ23;AJ$22/$AH$22-AJ23/$AH23),
|AP31=JEZELI(SAH23=0;AP23;AP$22/$AH$22-AP23/$AH23).

Zastosowanie funkcji JEZELI zapewnia istnienie rozwigzania dla macierzy
kazdej postaci, pomijajac przypadki fi; = 0, co nie powinno mie¢ miejsca.

W tabeli 5 zamieszczono wyniki obliczen wspolczynnikow aproksymacji a;
dla kolejnych modeli aproksymac;ji (1).

Tabela 5. Wyznaczanie wspofczynnikow réwnan aproksymujgcych

Table 5. Calculation of coefficients of approximation equations

A

T Y1 Y2 Y3 Y4 ¥s Ye Y1 Vs

T aq 0,001541612| 0,002413773 0,0024418| 0,002480176| 0,002469332| 0,002647813| #DZIEL/0! #DZIEL/0!
T aj -0,069860923|-0,066616457| -0,059246498| -0,05674851| -0,058698857( #DZIEL/O! |#DZIEL/O!
T as -0,07633219| -0,263765405| -0,32789756| -1,169670851| #DZIEL/O! #DZIEL/0!
T ay 68,33870299| 41,82284963| -65,19898086| #DZIEL/0! #DZIEL/0!
T as 0,785080496| 4,451770067( #DZIEL/O! #DZIEL/0!
T ag 4,146229801| #DZIEL/0! #DZIEL/0!
T as #DZIEL/0! #DZIEL/0!
? ag 2,308231

Automatycznie wyznaczane sg wartosci a; dla wszystkich K, w tym przy-
padkudla K = 1-8.

Zasade obliczen wspélczynikow, wynikajaca z metody Gaussa (tab. 5), ilu-
strujg nastepujace przyktadowe wyrazenia:
dla K=1: a;=|AH3|=AP22/AH22,
dla K =2: a,|AI3|=(AP22-Al4*A122)/AH22, a, =|Al4|=AP31/AI31.
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Nalezy zwrocié uwage na przypadek 0°. W takim przypadku EXCEL sygna-
lizuje status btedu. Status bledow dzielenia przez 0, obserwowany w tabeli 5
(kolumny AN i AO), jest nastepstwem zadeklarowania w kolumnie AD (tab. 2)
jednomianu liniowo zaleznego od jednomianu w kolumnie AA. Jezeli dana
kolumna znajduje si¢ poza juz przyjetym modelem, sygnalizowane statusy btgdu
nie majg zadnego wpltywu na wyniki aproksymacji. Nie sg one maskowane,
poniewaz spelniajg funkcje informujgcg o zadeklarowaniu jednomianu, liniowo
zaleznego od jednego z wczesniej zadeklarowanych jednomianow.

5. KROKOWY PROCES TWORZENIA WIELOMIANU
APROKSYMUJACEGO

Jezeli posta¢ modelu aproksymujacego jest znana z gory, to wystarczy w tabeli 6
zada¢ znane wartosci wyktadnikow wy; 1 wy,, wlasciwe dla kolejno przyjmo-
wanych jednomian6w modelu.

Tabela 6. Tabela informacyjna krokowego procesu aproksymaciji

Table 6. Information table of the stepwise approximation process

(4w X v | 7 M A _AC____AD | AE|
AR AS AT AU AV AW AX AY

B;vm 611,0 4216 405,3 392,8 392,2 389,3| #DZIEL/O! | 4DZIEL/0)
13 -448,5 -210,1 2290 2438 -243.9 -246,0] #DZIEL/O! | #DZIEL/O!
Sw 16 15 14] 13 12 11 10 9
st 2934 144,6 148,9 153,5 159,7 166,7| #DZIEL/0! | #DZIEL/O!

| 16 R 2,08 2,92 2,72 2,56 2,46 2,34] #DZIEL/O! | #DZIEL/0!

s 1386406 | 3,136+05 | 3,10E:05 | 3,06E+05 | 3,06E+05 | 3,06E:05 | #DZIEL/O! | #DZIEL/O!

[ 12 [ 3 1 1 0 1 0 0 0
[ 19 [ 0 2 1 0 0 2 0 3
Wik 0 0 0 0 0 0 0 0
P f1 f2 f3 fa fs fs S fs

1| 421875 6768,75 712,5 1 75 90,25 1 857,375
2| 857375 13680 1140 1 g5 144 1 1728
| ., | Al acanewc ancan 110 . 11c 1nc . J—

W tabeli 6, w wierszach 12—17 uj¢to wartosci parametréw charakteryzujacych
model w aspekcie statystycznym, umozliwiajacych podjecie decyzji o koncowej
postaci modelu aproksymacji oraz stanowigcych podstawe do oceny btgedow.

W tabeli 6, po wlaczeniu do modelu aproksymacji kolejnego jednomianu f;,
sg wyliczane i1 prezentowane warto$ci natgpujgcych parametrOw: DV, ax» DVimin —
maksymalne i minimalne warto$ci odchylen aproksymacji, S — suma kwadratow
odchylen, Sw — liczba stopni swobody, St — standardowe odchylenie, |Dy/St|nax
— maksymalna warto$¢ modutu odniesienia. Adresy kolumn w wierszu 11 (tab. 6)
maja charakter pomocniczy dla tworzenia programu.
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Nawet jezeli model jest znany, to racjonalniej jest zastosowaé krokowe
wlaczanie czlonow, kierujac si¢ wkltadem dotgczonego czlonu w zmniejszenie
sumy kwadratow odchylen S.

W rozpatrywanym przyktadzie przyjeto, ze model nie jest znany i zastoso-
wano metode krokowego poszukiwania zbiorow wartos$ci wyy 1 wyy, kierujac sie
zasada najmniejszego S.

Wyniki tego postgpowania obrazuje tabela 7.

Tabela 7. Przyktad krokowego wytaniania jednomianéw aproksymujgcych
Table 7. An example of stepwise emergence of approximating monomials

Krok 1 fi
Wi 1 0 1 2 3 4 3
Wi 0 1 1 0 0 0 1
s 1,04E407 1,38E407 6,30E+06 3,15E+06 1,38E+06|  2,04E+06 4,75E406

Krok 2 fa
w2 0 1 0 1 2 3 2
Wi 0 0 1 1 1 1 2
s 1,37E+06 1,37E+06 1,19E+06 8,65E+05 3,136+05|  9,63E+05 6,48E+05

Wyloniono jednomiany f; i f.

Okazato sie, ze otrzymano identyczny model jak w przypadku wytonienia go
sposobem analitycznym [Giernalczyk i Gorski 2011]. Stosujac krokowsa aproksy-
macje, wyloniono dodatkowe, rownorzednie statystycznie modele, majace takze
pewne uzasadnienie teoretyczne (fizyczne) [Polanowski i Pawletko 2015; Charchalis
i Polanowski 2016].

Na kazdym kroku dokonywana jest analiza wplywu warto$ci wy, W, na
wartos¢ S (tab. 6). W rozpatrywanym przypadku powigkszenie modelu o kolejny
jednomian nie jest uzasadnione. Dla K = 3(krok 3) zmniejszenie wartosci S jest
pomijalnie mate przy zauwazalnym wzroScie wartosci St (tab. 6), spowodowanej
malejacg liczba stopni swobody Sw.

Program umozliwia biezaca obserwacj¢ i porownanie maksymalnych odchylen
aproksymacji Dy, gx, DYmin Z Wartosciami odchylenia standardowego (tab. 6).

W powyzszym celu program generuje tabel¢ 8 odchylen Dy w punktach p.

Tabela 8. Kolumny odchylen aproksymacji
Table 8. Approximate deviation columns

[ 4 A0 | AR | AS | AT | AU AV | AW | AX | AV ]
Odchylenia w kolejnych krokach aproksymacii

p Dy, | Dy, | Dys | Dys | Dys | Dys | Dy; | Dysg

1 -108,368 -3,430205657 17,14546007 16,20443005 17,29025522 12,78110208 #DZIEL/O! | #DZIEL/0!

2 177,74 20,8011815 48,75001644 60,40464582 6057400077 5547990243 #DZIEL/O!  #DZIEL/0!
m 2 -77n saa 27 R1QTERAD 2A RO TN A2 TN1IARRRQ A2 27420077 A2 @23I5TNG1 I #N7IEL /0l r #N7IEL /Nl
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W rozpatrywanym przypadku analiza odchylen dla wylonionego modelu
dwuelementowego ujawnia nadmierne odchylenia w przypadku punktu pomiaro-
wego nr 5 (tab. 1).

DN [kW]
700
600 PY
500
400 X
Y00 J A AN SN U S S S S S S— — A S — — S—
200

100 ]

-100
-200
I e s e e R B e e S S
-400

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

-+2S8t16 - ----+2St17 ® DNI6 x DNI17

Rys. 1. Odchylenia aproksymacji dla danych z punktem 5 i bez punktu 5
Fig. 1. Approach deviations for data with point 5 and without point 5

Odchylenie DN17 dla punktu p =5 (rys. 1) istotnie przekracza wartos¢
dwodch odchylen standardowych -+2St17. Po usunieciu punktu 5 z aproksymo-
wanego zbioru warto$¢ odchylenia standardowego St16 zmalata prawie dwukrotnie
w poréwnaniu z St17, a odchylenie DN16 dla punku 5 przekroczylo czterokrotng
warto$¢ odchylenia standardowego Stl16. Punkt 5 wylgczono z aproksymacji,
co wymagato reorganizacji kolumny p (tab. 1) oraz zadania nowej warto$ci
koncowego wiersza danych w komorce E16.

6. ZAOKRAGLANIE WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW

Jednym z aspektow obrobki danych jest ocena bledow i istotnosci wspotczynnikow
modelu oraz liczby miejsc znaczacych wspotczynnikow.Dla oceny statystycznej
wspotczynnikow modelu konieczne jest wyznaczenie macierzy kowariancji.

Program EXCEL umozliwia wyznaczenie macierzy kowariancji, poniewaz
dostepne sa funkcje macierzy transponowanej i odwrotnej. Wykorzystanie tej
mozliwosci zostanie zaprezentowane w nastepnym artykule, w ktorym rozwigzanie
zagadnienia aproksymacji oparto na wykorzystaniu funkcji macierzowych
dostepnych w programie EXCEL.
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Tabela 9 prezentuje podprogram zaokraglania wspolczynnikow roéwnania
aproksymujacego, w ktorym wykorzystano funkcje ZAOKR.

Tabela 9. Zaokraglanie wartosci wspétczynnikéw rownania aproksymujgcego

Table 9. Rounding the values of the approximation equation factors

= Zadanie kolumny (stopnia) wielomianu > Al Liczba
10 K Kolumna g a iz migjsc
11 1 AH a, 0,0024| 0,0024138 7

12 2 Al a, -0,0699| -0,069861 6

13 3 Al as 0,0000| 0,0000000

14 4 AK aa 0,0000| 0,0000000

15 5 AL. as 0,0000| 0,0000000

16 B AM ag 0,0000| 0,0000000

17 7 AN ay 0,0000| 0,0000000

18 8 AQ ag 0,0000| 0,0000000

18 Najwieksza bezwzgledna wartosc funkcji w przedziale aproksymacjil 3780,1
2N Maksymalny bezwzgledny biad zackraglenia 0,068
21 P Ya Yz Dy,

22 1 545,4392 5454502313 -0,01103

23 2 1113,811 1113,833295 -0,02241

2/ 2 97N0A 281 2NGA 471135 _N N208Q

W komorce BD9 nalezy zadeklarowa¢ wielomian o rozpatrywanym wymiarze
Kz listy BB11-BB18.

W komorkach BF11 i BF18 zadajemy liczbe miejsc znaczacych dla wspot-
czynnikdw a,- ag. Podejmuje si¢ decyzjg, obserwujac warto$¢ maksymalng btedu
zaokraglenia w komoérce BF20. W rozpatrywanym przyktadzie przyjeto, ze biad
zaokraglenia nie moze by¢ wiekszy od 0,1 kW.

7. PODSUMOWANIE

Przedstawiony w artykule algorytm aproksymacji danych metoda najmniejszych
kwadratéw umozliwia krokowe wytanianie modelu zbudowanego z sumy jedno-
miandéw, minimalizujagcych sume¢ kwadratow odchylen po kazdym kroku apro-
ksymacji.
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Sygnalizacja sumy kwadratow odchylen, odchylen skrajnych oraz odchylenia
standardowego dla kazdego kroku aproksymacji, umozliwia wyltonienie opty-
malnego modelu aproksymacji z punktu widzenia statystycznego. Jest to szczegol-
nie pomocne w przypadku mato licznych zbioréw danych.

Aplikacja przedstawionego algorytmu aproksymacji w programie EXCEL
daje mozliwo$¢ jego wykorzystania do obrobki danych zar6wno w pracach
inzynierskich, jak i naukowych. Program EXCEL jest powszechnie dostepny.

Aplikacja aproksymacji sredniokwadratowej, wbudowana w programie
EXCEL, nie stwarza powyzszych mozliwo$ci. Umozliwia jedynie aproksymacje
zbioré6w jednowymiarowych z ograniczona mozliwoscia statystycznej oceny
zasadnosci przyjecia modelu aproksymacji.
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